颖 者 的 故 
数学 课外 读物 对 于 帮助 学 生 学 好 数学 ;: 雪 无 灶 们 的 数学 
知识 领域 , 是 很 有 好 处 的 ， 近 年 来 , 越 来 起 多 的 中 学 学 生 和 教 
师 , 都 轧 切 希望 出 版 更 参 的 透 合 中 学 生 阳 讯 的 通俗 数学 读 畅 ， 
我 们 约请 一 些 数学 工作 者 , 编 了 这 大 "数学 小 从 书 "陆续 分 拓 
涅 版 . 米 适 应 这 个 要 求 , 

”这 套 书 打算 分 绍 一 些 课外 的 数学 知识 ， 避 六 天 单 下 的 各 
识 领 域 ， 加 深 对 数学 基础 知识 的 掌 要， 引导 学 生 瑚 衬 夺 和 现 
论 联系 实际 . 

这 是 我 们 的 初步 想法 和 溉 访 ; 如 轨 地 项 地 玫 学 工作 者 和 和 
沁 才 对 我 们 的 工作 提出 家 资 的 发 见 建议， 更 将 计 下 作 
者 为 由 学 生 写 出 更 风 更 好 的 数学 课外 读 畅 : 二 一 1 
北京 市 教学 会 
TI962 宇 二 六 


目 次 


-抽风 络 -rn 
再 加 到 邵 递 踏 线 问题 ;… Mea 1 总 
厅 避 霸 记 上 作 全 法 和 人 


总 > 全 半 H 国 人 1 
二 
此 
出 


畦 服 一 习 显 和 提示 … 和 PP PPT Se ns 27 ~ 


于 景 二 再 尼斯 堡 前 七 座 枚 80 


Te 


全 


一 “从 邮递 路 威 阐 题 说 起 

“一 全 邮递 员 系 次 送 售 , 要 走 遍 他 负责 投递 的 范围 内 的 街 
道 , 完成 任务 后 回 到 邮局 ， 问 他 按 怎 样 的 路 线 走 , 所 走 的 路 程 
最 短 ?” 

这 个 问题 叫做 最 短 邮 道 路 厂 问 题 ， 是 邮递 员 每 天 都 要 雁 
到 的 ，1959 年 ,在 山东 省 用 运筹 学 解决 实际 问题 的 热潮 中 ， 
发 明了 一 种 求 最 得 邮递 路 线 的 数学 方法 一 -- 奇 由 点 图 上 作业 
法 ， 据 说 在 基地 用 这 个 方法 改善 了 投递 制度 后 ， 邮 递 的 效率 
大 大 提高 . 

这 是 一 个 又 实用 又 有 趣 的 问题 ， 值 得 我 们 花 一 些 时 间 来 
研究 一 下 . . 

最 理想 的 邮递 路 线 当 加 是 导 邮 局 出 发 ， 走 遍 每 条 竺 而 且 
都 只 走 过 一 次 , 最 后 贺 到 部 局 ， 这 冬 的 路 线 由 于 役 有 重复 ; 暴 
然 是 最 短 的 . 

然而 这 么 理想 的 路 经 一 定 找 得 到 吗 ? 

比方 说 有 象 下 面 因 1、 图 2 那样 的 街道 图 ， 图 中 4 是 邮 


局 ， 从 4 出发 , 要 走 遍 每 条 街 而 县 都 只 走 过 一 次 , 在 图 1 上 是 
可以 做 到 的 ， 例 如 4-B-C-D-B- 有 FG-B-J-Q-D-P-H-J-- 
4A， 或 4-B-0-D-F-8_D-G-J-B-Q-F-H-J- 有 -4, 或 4-B- 
-了 DG-B-0-D-B- 了 -J-K-4， 铝 等 ， 可 是 图 3 却 不 
行 ， 不 管 你 怎 梯 走 ， 不 是 有 几 让 宙 有 走 到 ， 便 是 有 几 眉 得 重 
复 走 ， 

着 来 不是 在 任何 条 件 下 都 能 找到 这 人 么 理想 的 路 线 的 ， 导 
么 是 在 什 科 样 的 条 件 下 能 找到 于 想 路 纺 昵 ， 

- 达 使 我 们 联想 到 一 种 有 名 的 数学 挤 犁 , 册 柚 一 苇 硬 。， 

二 ”一 笔 末 财 题 
”一 笔 玫 问 题 是 问 : 什么 样 的 图 形 可 以 一 笔 阐 成 ， 笔 不 高 

纸 , 而 且 每 条 线 家 具 辐 一 次 不 洲 重 发 ? 


璧 如 下 面 图 3 中 的 三 个 图 形 , 读 考 试 过 各 种 曾 小 抽 , 会 其 
定 * 田 ”和 喇 “ 不 可 能 一 管 功 碟 , 而 < 绰 ? 却 可 以 


~ 口 口 


网 才 的 理想 闻 逆 踪 全 站 祁 , 比 一 牧 画 要 求 还 寓 一 点 :最 后 
要 看 回 起 点 。 也 是 以 局 我 们 会 条 到 ,这 点 莽 嘲 是 不 项 要 紧 的 . 

所 以 一 笔画 问题 可 以 说 就 是 最 短 久 党 吕 线 问题 的 一 部 
分 ;时 理想 诸 北 路 线 找 不 找 答 到 奴 问 题 。， 共 实 , 我们 用 来 解决 
号 


[ 


郝 弟 路 线 阿 题 的 奇偶 点 图 上 作业 落 ， 就 是 以 一 笔画 的 研究 必 
汰 理论 基础 和 的 。 所 以 我 们 谁 备 洁 把 最 短 有 由 递 路线 问题 搁 在 一 
边 , 花 比 较 多 的 篇 福 讨 论 一 笔画 问题 中 ， 伏 后 再 癌 闫 来 分 析 最 
短 艺 递 路 线 问题 . 

一 笔画 问题 是 数学 家 欧 拉 (Eulsr, 1707 一 1788) 提 出 并 解 
决 的 。 说 起 来 还 有 一 段 砍 韦 嘴 . 


三 七 座 桥 的 政事 


喜事 发 年 在 十 八 忆 纪 的 哥 尼斯 侈 城 , 那里 有 七 座 桥 , 如 图 
4 当时 那里 的 居民 热 克 于 一 个 难题 : 一 个 散步 者 怎样 能 一 次 
走 遍 七 肉 桥 , 每 座 桥 只 走 过 一 次 , 最 后 癌 到 出 发 点 ? 这 题目 似 
乎 不 难 , 谁 都 愿意 试 一 试 , 但 是 谁 也 回答 不 出 . 


SF 
NE 


欧 拉 的 头 了 比 较 冷静 ， 千 牢 入 的 失败 ， 使 他 猜想: 也 许 那 
冬 的 走 法 根本 就 不 存在 ，1783 年. 他 证 明了 他 的 猜想 , 并 在 
圣 较 得 保科 学 院 作 了 一 次 报告 (多 附录 一 )， 


DD 在 埃 滩 向 时 著 < 数 学 方 洁 雹 312 (中 国 科 学 图 书 仅 嚣 公司 出 版 ) 一 忻 盟 ， 
有 一 笔画 半 题 的 精 淋 站 入 ,可 点 莹 大 ， 丰 进 我 贷 的 讲 闪 和 他 不 一 样 ， 
号 


他 首先 用 一 点 表示 岛 ， 点 
至 表示 河 的 左岸 , CD 表 永 右岸 , D 
表示 本 支流 阅 的 地 区 (参看 图 4); Cf 
用 联结 两 点 的 线 求 表示 联结 两 块 CC» J 
陆地 的 烽 ， 得 到 一 个 由 七 条 线 组 4 


成 的 图 形 (如 图 5)， 前 面 的 七 括 
问题 就 变 成 -个 一 笔画 问题 : 能 图 世 
否 一 笔画 出 这 个 图 形 , 并 且 最 后 返回 起 点 ? 

现在 我 们 分 析 一 下 用 笔画 图 的 过 程 ， 如 果 我 们 从 某 一 点 
出 发 , 一 笔画 出 了 尘 个 图 形 ,到 某 一 点 终止 ， 那么 中 间 每 经 过 
一 点 ， 总 有 画 进 那 点 去 的 一 条 线 和 从 那 点 功 出 来 的 一 条 线 。 
所 以 除了 起 点 和 终点 这 两 个 点 以 外 ， 这 个 图 形 的 每 一 点 应 该 
和 情 数 条 线 相 联 ， 如 果 起 点 和 终点 重合 ， 那 么 连 这 个 点 也 应 
该 和 偶数 条 线 相 联 . 

然而 我 们 的 图 形 上 的 四 个 点 都 和 三 条 (B，C, DD 各 点 ) 或 
五 条 ( 4 点 ) 线 相 联 ， 都 是 奇数 条 续 ， 这 样 当然 不 可 能 一 笔画 
出 并 回 到 起 点 ， 即 使 不 要 求 回 到 起 点 , 也 不 可 能 一 笔画 出 ， 

正 是 经 过 这 样 分 析 . 欧 接 斯 定 , 不 管 要 求 不 要 求 回 到 出 发 
点 , 不 重复 地 一 次 走 饥 那 七 座 桥 , 总 是 不 可 能 的 ， 

七 桥 问题 ,或 者 一 笔画 问题 , 明显 地 是 一 个 儿 何 问 题 ， 然 
而 这 种 几何 癌 题 却 是 欧 几 里 得 几何 学 《 即 中 学 黑 移 平 画 几 何 
各 立体 几何 ) 所 寓 有 研究 过 的 ， 因 为 欧 氏 儿 何 中 研究 的 图 形 ， 
都 由 宣 线 和 圆 组 成 , 讨论 的 是 长 度 、 角度 竺 等 性 质 ,而 在 七 桥 
问题 里, 桥 的 准确 位 置 , 长 度 是 无 关 紧 要 的 ， 要 和 紧 的 只 是 哪 两 
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块 陆 地 间 有 几 座 桥 ; 一 御 画 问题 里 线条 的 长 短 曲 直 亿 无 关 紧 
要 , 要 紧 的 只 是 有 几 个 分 又 点 ,哪儿 对 点 闻 有 几 条 线 相 联 、 也 
可 以 说 ， 要 紧 的 只 是 点 线 之 间 的 相关 位 置 ， 或 相互 获 结 的 情 
况 ， 所 以 欧 拉 把 这 类 几何 条 题 的 研究 叫做 位 置 几何 学 、 对 于 
这 径 一 类 新 鲜 的 几何 问题 ， 欧 拉 当 然 不 满足 于 只 解答 一 个 七 
桥 问 题 . 他 继续 钻研 , 终于 找到 了 一 个 简 恒 的 原则 , 可 以 鉴 中 
任 一 图 形 能 不 能 一 笔画 出 ， 这 个 原则 , 就 是 一 问 画 定理. 

企 讲 `- 特 画 定 理 之 前 , 为 了 把 问题 弄 得 更 请 楚 些 , 使 叙述 
和 论证 更 确切 些 , 我 们 需要 先 引 进 一 些 术语 和 记号 ， 


四 网 阁 


我 们 要 讨论 的 图 形 都 是 由 线条 构成 的 ， 不 考虑 整 块 的 面 

积 , 也 不 洲 虑 弧 立 的 点 ， 对 于 这 种 讨论 对 象 , 我 们 用 一 个 专门 

的 名 词 来 叫 它 , 叫做 网 络 ， 为 了 明确 起 见 ,我 们 给 它 下 一 个 定 
尽 : 

网 络 是 由 有 限 条 线 组 成 的 图 形 ， 每 条 绫 都 要 求 有 两 个 相 

异 的 端点 ， 这 些 线 叫 做 网络 的 蛋 ， 它 们 的 端点 叫做 网 络 的 顶 
点 

这 个 定义 是 根据 一 笔 本 问题 的 特点 指出 来 的 . 我 们 知道 ， 

按 通 常 的 看 法 , 图 形 是 由 点 组 成 的 , 由 无 数 航 点 组 成 ， 点 多 得 

光 法 紫 握 , 这 是 一 个 大 困难 ， 然 而 在 用 笔画 图 时 , 总 是 一 条 条 

线 去 画 ， 不 会 一 个 个 点 檀 的 。 一 条 绥 不 论 是 长 是 短 ， 是 直 是 

窒 ， 孝 能 从 一 端 到 另 一 端 一 笔 委 出 ， 所 以 现在 我 们 把 图 形 寺 

成 是 由 线 组 成 的 出 有 限 条 级 组 成 ; 换 句 话说 , 把 图 形 看 成 网 
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络 ， 把 一 个 图形 夏 成 网 络 , 就 意味 着 把 它 分 解 成 若干 条 纪 ， 
平面 于 何 与 立体 几何 中 所 遇 到 的 许多 由 线条 构成 的 图 

形 , 在 适当 地 分 解 成 绝 以 后 , 者 能 看 成 网 络 ， 网 络 的 红 不 能 没 

有 端点 ( 象 昭 固 的 图 ), 也 不 能 只 有 一 个 端点 ( 象 两 问 重奏 的 闲 

线 ), 而 必须 有 两 们 端点， 但 是 这 条 规定 不 会 

束缚 我 们 的 手脚 ， 例 如 图 6 中 把 轿 周 分 解 启 

两 茶 颈 两 个 顶点 的 网 络 。， 我 们 没有 规定 网 络 . 

的 郭 第 此 不 相交 ， 但 是 在 把 相交 的 线条 看 成 

网 络 时 , 常常 招 所 有 的 交叉 点 都 算 做 顶点 , 把 图 6 

那些 线条 相应 地 算 做 若干 条 颖 ， 尽 量 避 免 屋 与 线 相 交 ， 例 如 

平面 土 的 凸 四 亿 形 添上 调和 对 角 线 所 成 前 图形 ， 我 们 通常 不 

把 它 看 成 六 条 弧 四 个 顶点 的 网 络 (如 图 7)， 而 看 成 八条 强 五 

个 顶点 的 网 络 ( 如 图 8). 


四 7. 三 4. 

为 什么 要 这 样 比较 岳 象 地 提 思 疝 络 的 概念 呢 f 这 是 因 
为 ,有 了 网 络 的 概念 ,不 但 使 我 们 以 后 说 超 话 来 方 恒 ， 而 且 可 
志和 扩大 我 们 讨论 适用 的 范围 .到 为 按照 这 个 定义 ， 焉 单 秘 上 
的 一 个 图 可 以 看 戌 网 络 ， 一 个 电子 侈 器 的 复杂 的 电路 也 可 以 
看 成 网 络 , 一 个 国家 的 铁路 两 ,公路 网 ,水运 圆 , 一 个 区 的 街道 
网 ; 者 可 以 看 成 网 络 ， 不 仙 训 平面 上 环 的 网 络 ,还 可 以 有 空 周 中 
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的 网 络 ， 所 以 我 们 以 后 对 一 般 的 网 络 进行 研究 所 得 到 的 种 种 
结论 , 就 会 对 所 有 这 些 具体 的 圆 络 都 适用 . te 

为 了 记述 方便 , 我 们 规定 用 这样 的 记号 : 凡是 网 络 中 汐 顶 
点 都 用 大 写字 母 ， 缠 都 用 小 写字 侠 ， 用 E= 4B 玫 示 强 工 以 
各 BB 为 端点 ， 当 然 , 如 果 /二 4B, 那么 也 有 1 二 B4 但 要 注 
意 , 若 有 1 一 48, 一 48, 未 必 五 一 Pa 因为 以 4, 8 为 端点 的 弧 
可 以 不 下 一 条 ， 阅 络 林 身 用 黑体 大 写字 母 , 譬如 侣 , 米 表 示 ， 

互相 衔接 前 一 串 踊 叫做 一 条 路， 明确 地 说 ， 了 网 络 中 的 路 
是 一 电弧 (各 py, 这些 台 竟 汪 不 相同， 并 且 每 条 统 站 全 
三 2 一 二 部 以 一 还 起 1 有利 i 相 接 , 男 一 问 4 和 41 相 
接 ， 点 也 用 荡 体 大 写字 母 淮 示 ， 记 做 WW 二 (4 1 于) 
4 这 路 欧 两 问 ， 或 
者 说 这 踏 连 结 4 和 4s， 蕊 
一 4， 更 么 这 路 虽 电路 . 
车 顶 虑 4 A Apt EH 
不 相同 ; 那么 这 阔 路 电路 轿 ， 
例如 图 9 中 , {a,c g, 681 不 是 
路 《cd eg 是 路 谍 ay， 天. 
六 0 es) 不 是 闭 咯 (但 不 是 路 }， 亲 为 束 瑟 出现 了 两 次 ; 
Ca b, 0s 619. 了) 是 闭 娩 而 不 是 枚 ; (asd 6,5) 是 一 个 国 . 

更 在 不 蕉 看 出 ,一 笔画 问题 审 当 汪 ; 缠 定 了 一 个 网 络 , 问 
有 溉 有 可 能 把 白 有 有 的 师 排 戌 一 条 路 ， 丙 要 求 一 咎 加 成 后 癌 到 
起 点 ， 就 相当 于 要 求 把 全 部 的 统 排 成 一 条 闭路 ， 这 就 把 … 续 
下 问题 出 两 络 揭 语音 乌 鹃 确 了 了， 辐 时 也 把 问题 推广 了 ， 国 为 
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陈 来 的 一 笔画 癌 题 只 是 对 羊 击 上 的 留 带 说 的 ， 而 现在 的 提 法 
却 对 任何 网 络 都 有 意义 ， 不 必 限 手 平面 上 的 贺 络 . 如 果 一 个 
网 络 的 全 部 强 可 以 排 成 一 条 踏 ( 不 以 是 六路， 这 网 络 就 叫做 
一 全 一 得 证 . 

有 一 些 图 形 ， 和 象 前 面 图 3 中 的 “和 前”? 字 ， 新 以 不 能 一 笔 辑 
成 ， 显 然 因 为 它 不 基 连 在 一 起 的 。 可见 能 一 笔 秦 成 的 图 形 必 
定 是 连 成 一 片 的 、 馈 谓 过 万 一片 到 底 是 什么 意思 ? 我 们 也 来 
下 个 定 头 . 一 个 网 络 称 为 连 弟 的， 如 困 它 的 任意 两 个 项 点 都 
可 用 一 条 路 连结 起 来 ; 否则 称 为 不 连通 的 ，、 俩 妇 烽 10 中 左边 
的 黄 络 是 连通 的 ， 右 过 的 是 不 过 通 的 , 因 力 共 中 有 上 几 对 顶点， 
例如 4,D, 或 站 .中 无 法 用 路 连结 ， 


尽 13， 

如 果 某 贺 织 是 自 几 个 网 络 并 成 的 ， 这 几 个 网 络 段 叱 没有 
公共 的 顶点 和 缀 , 那么 这 贺 络 就 一 定 是 不 连通 的 ， 到 过 来 , 可 
以 证 明 ， 不 连通 的 辐 络 总 是 由 儿 个 互 不 看 交 的 连通 网 络 并 成 
的 ;这 几 全 连通 网 络 叫 伍 这 不 连通 网 络 的 分 支 。 例如 图 10 右 
边 的 两 络 , 有 三 个 分 支 ; 过 角 形 480, 三 角形 DET, 线段 8H. 
连通 网 络 只 有 -一 个 分 支 ， 

我 们 曾经 注意 到 , 一 笔画 问题 又 和 顶点 联结 的 张 数 , 好 项 
虚 处 的 分 叉 情 说 有 关 ， 以 基 个 顶点 为 端点 的 缴 的 条 数 ， 岂 做 
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这 顶点 的 义 数 ， 例 如 图 9 中 电 是 44 丸 顶点 , 是 2 又 顶点 ， 回 
是 3 叉 项 点 ， 顶 点 的 叉 数 有 奇 司 之 分 ， 叉 数 是 奇数 的 顶点 昌 
做 奇 项 点 , 又 娄 是 偶数 的 顶点 叫做 偶 头 点 ， 奇 顶点 的 多 少 , 和 
一 笔画 问题 省 极 大 关系 ， 没 有 柯 顶 点 的 网 络 ,叫做 山 网 络 . 

有 了 送 些 准 备 , 可 以 讲 一 笔画 定理 了 . 

五 一 笔画 定理 

我 们 分 两 个 问题 讲 ， 根 据 哪 些 特 征 可 以 断定 一 个 网 络 不 
是 一 笔 曾 ， 根据 哪些 特征 可 以 断定 一 个 网 络 是 一 笔 商 ? 先 来 
读 谈 第 一 个 问题 . 

权证 明 一 个 网 络 ( 钢 如 图 5 上 的 圆 络 ) 不 是 一 笔画 ， 床 应 
该 证 明 在 这 网 络 中 全 部 的 弧 示 可 能 排 成 一 条 路 ， 或 者 说 这 网 
络 中 不 存在 一 条 路 包括 金 部 的 弧 ， 也 就 是 说， 不 能 只 是 承认 
你 自己 没 能 找到 这 样 的 路 , 还 要 能 断言 别人 也 不 会 找到 ; 不 但 
是 至 令 温 人 找到 和 过， 而 且 将 来 任何 时 候 也 契 会 有 人 找 得 到 
要 论证 , 找 不 到 的 原因 并 不 是 你 主观 上 能 力 不 够 , 而 是 客观 上 
根本 不 存在 ， 这 种 “不 存在 性 "定理 在 数学 中 是 很 多 的 ， 有 的 
很 容易 证 ， 辟 如 说 : 不 存在 三 近 长 度 分 别 是 2,8;4 的 直角 三 
角形 ， 闵 为 直角 三 角形 的 三 这 长度 必须 满足 勾 股 落 定 锤 ， 而 
2? 十 8 一 T8 款 42， 也 有 的 很 不 容易 证 , 壁 如 说 : 不 可 能 用 圆规 
和 直 尺 三 等 分 任意 角 了 ， 证 明 “不 存在 性 "定理 的 最 常用 的 办 


国 ”三 等 分 一 角 的 问题 , 可 浴 参看 < 你 会 不 会 三 等 分 一 外 13， 钱 骨 讲 获 ， 中 
国家 年 出 版 社 出 版 ， 那 于 指出 了 怎样 去 证 朋 不 可 能 用 加 规 和 本 尺 兰 等 分 企 洲 
角 , 但 是 酷 证 还 不 十 分 严 痊 ， 又 可 参看 亚 灵 削 : 4 几何 作 国 2 < 数学 通报 ?1957 年 
2 月 导 。 
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读 , 是 用 反 推 法 : 先 证 明 , 假如 "存在"， 那么 必须 如 何如 何 ; 然 
后 说 , 现在 并 不 如 何如 何 , 所 以 “不 存在 ”上 本 证 那 直角 三 角 
形 的 不 存在 ， 用 的 是 这 个 办 站 ， 第 关节 证 明 七 析 问 题 不 可 能 
有 解 , 用 的 也 是 这 个 办 法 . 

由 此 可 见 ,我 们 的 第 一 个 问题 可 以 换个 问 法 : 一 黎 画 必须 
具备 哪些 性 质 ? 下 面 的 定好 就 是 回答 这 个 问题 的 ， 解 决 七 烽 
问题 的 实际 上 正 是 送 个 定 尘 ， 它 的 证 明基 实 世 已 直观 屯 讲 过 
(页 4 和 页 8), 现在 严密 地 写 岂 来 ， 

定理 一 ”一 今夜 必 是 连通 的 , 并 县 奇 头 点 的 个 数 是 0 巳 入 

和 证明 ”一 笔画 指 全 部 弧 可 以 排 成 一 条 路 

Z=(Ch 有， 
这 里 4 445 名 揪 这 网 络 的 全部 项 点 (可 能 有 重复 )， 固 
为 任 一 顶点 至 少 是 一 条 用 的 端点 ， 任 永 两 顶点 二， 山王 旋 
宠 们 可 用 路 (本 ) 诺 绪 起 米 。， 所 区 这 了 网络 基 连 通 的 . 

任 取 岗 绪 中 散 一 信 顶 避 4， 假 设 忆 在 序列 由， "A 
中 出 现 8 次 4=4s 一 4 一 A 0 和 过 入 过 
那么 对 每 个 和 ,Tryr<s， 都 有 名 十 1 之 和 wz 因为 否则 向 十 二 
一 + 好 旭 mm 的 两 端 虑 入 同 ， 与 鸯 络 定 闵 医 委 ， 很 如 和 妥 不 是 
由 玛 ;i 一 0, 和 二 6， 屠 么 以 4 为 端点 的 矣 有 28 条; is 
hats Lo hts 假如 4 夺 徊 六 4 即 各 =0， 


$i， 那么 以 过 3 扣 的 又 有 28 一 条: ME Eo 了 二 i bi,» . 


有 浅 亿 地， 颁 如 4= 二 二- 这 用 汶 问 点 的 戏 也 是 28 一 1 
条 ， 假 如 吕 是 闭路 , 40 二 4:， 而 4= 四 一 4 那么 二 0 一 
了 到 4 为 况 点 的 狐 谋 只 有 2 一 人 hi.s i,t 辆 和 和 和 


te—1? 
i0 


5 和， 归纳 起 来 , 如 困 名 是 闭路 ， 那么 这 网 络 的 任 一 顶点 
都 是 慢 数 又 的 , 即 都 是 偶 顶 点 ; 如 果 台 不 是 闭路 ， 那 么 有 两 个 
奇 项 点 姻 和 和 4 其 你 的 顶点 都 是 独 顶 点 、 过 

这 定理 使 我 们 能 舱 断 定 ; 不 迷 通 的 , 或 者 奇 硕 点 个 数 不 是 
0 碟 2 的 网 络 ， 完 着 笔 站， 全 如 
的 , 奇 顶点 的 个 数 又 答 足 0 或 2 它 就 一 定 是 一 笔画 吗 ? 欧 拉 
的 判断 : 是 的 ， 这 二 管 了 了 我们 的 纠 一 个 问题 : 想 纪 哪些 几 征 可 
议 断 定 一 个 图 络 是 一 党 丙 ， 眶 人 冬 证 嘴 ? 要 证 期 一 个 网 络 是 一 
笔 丙 , 就 应 该 证 明 这 刚 络 中 的 全 萄 珀 可 以 排 成 一 条 路 , 或 者 说 
这 网 络 中 在 在 一 条 路 包括 全 部 的 部， 这 种 "存在 性 "定理 在 数 
学 中 也 中 很 多 的 ， 光 的 很 究 易 证 ， 避 如 说 ; 性 给 三 个 长 度 中 
久 0 只 要 其 中 作 意 两 个 的 和 大 于 第 三 个 , 就 存在 一 个 三 角形 。 
以 5,5,5 为 三 边 的 长 ; 因为 我 们 可 以 说 出 一 名作 图 方法 作出 
一 个 来 给 你 填 ， 所 有 的 很 不 容易 证 , 侣 如 说 : 任意 一 个 复数 系 
数 的 w 深 多 项 式 (n 一 0) 至 少 有 一 个 偶数 根 . “存在 性 ”定理 所 
肯定 的 只 是 “存在 ”, 完了 于 有 和 多少, 那 是 另 一 个 问题 了 . 

证 明 “ 奏 在 性 ”定理 ， 捷 简 间 的 办 法 是 直接 求 轩 一 个 来 . 
上 上 面 说 前 那 三 角形 韵 存在 性 ,就 是 这 玲 证 明 的 , 前 面团 3 中 中 
闻 那 个 图 形 可 以 一 笔画 出 ， 也 是 这 样 证 明 的 .可 东区 用 这 办 
法 来 证 朗 欧 拉 的 判 岂 窑 者 欢 ， 对 二 一 个 两 个 基体 的 网 络 ， 你 
相让 汪 去 扣 江 包 三 潍 有 有 宫 的 富 ， 天时 记 和 现 
在 要 证 的 寺 直 有 有 其 荣 必 夺 的 网 络 都 是 一 笔 副 ， 有 这 示 米 质 的 


人 。 术 天 城址 杀 证 内 尖 华 ， 


贺 绪 多 得 不 可 胜 数 ， 怎 么 可 能 去 逐一 找 出 路 来 呢 y 而 欧 控 的 
判断 的 妙 处 , 正 是 使 你 能 扔 在 磁 到 某 些 很 复杂 的 网 络 时 , 不 用 
找 路 就 能 很 快 地 断定 它 是 一 笔画 . 

我 们 把 欧 过 的 判断 分 成 两 个 定理 来 讲 . 证明 的 线索 可 说 
是 , 间接 地 指出 一 逢 把 全 部 缀 排 成 路 的 办 法 ， 在 推理 过 程 中 ， 
网 络 中 弛 的 有 限 福 起 着 重要 作用 . 

定理 二 车 信 是 连通 的 偶 罗 络 ， 那 么 局 的 全 部 颖 可 到 状 
成 一 条 闭路 ， 

证 明 分 儿 步 来 证 . 

C1) 先 证 : 在 偶 了 网 络 避 中 任 取 一 项 点 和， 那么 在 局 中 一 


a 


Ari 


事实 上 , 任 取 第 一 条 红 一 机 水 ， 再 取 另 一 条 天王 如 4 
如 时 可 能 的 话 再 取 第 三 条 了 一 册 4s, 等 等 ， 这 样 作出 一 条 路 
ZE le te) BoA Ad £=1, ,hk. 
当 各 关 如 时 ,这 条 路 一 定 还 可 以 继续 延长 ; 因为 这 时 名 中 以 
45 为 端 虑 的 台 是 奇数 条 { 证 法 和 定理 一 一 样 )， 而 4s 是 偶 顶 
点 ， 一 定 还 可 以 拒 到 不 在 2 中 的 弧 1 二 A 咎 i1， 而 得 到 路 


Ch 和， 这 条 路 越 作 趟 长 ， 但 台中 总 共 只 有 有 限 条 
汤 , 所 以 总 有 一 个 时 候 作 不 二 去 了 . 设 这 时 的 路 是 (2 号)， 
下 一 如 14 一: 那么 如 必定 和 如 重合 , 即 这 条 路 是 
困 路 ， 


(2) 焉 证， 车 忆 是 六 通 的 价 网 络 , 加 是 其 中 的 一 条 闭路 ， 
它 没有 包含 所 有 的 弧 ， 部 么 一 定 还 能 找到 一 条 闭路 避 ， 它 包 
售 的 弧 比 加 多 ， 
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设 马 = 人 一 dd4，4=d， 从 岗 络 他 中 把 
名 的 弧 抹 掉 , 还 剩 下 一 个 网 络 和， 这 一 定 也 没 闪 音 顶点， 
即 也 是 懈 网络。 因为 任 疏 GG 的 一 个 顶点 4. 尼 中 有 锅 数 条 
弧 以 4 为 病 点 ; 名 是 闭路 ， 所 以 下 壕 有 依 数 条 颖 以 4 为 问 
点 ,于 是 人 G 中 以 4 为 端点 的 嘱 也 是 依 数 条 . 

多 和 站 必定 有 公共 的 顶点 , 否则 忆 由 两 个 没有 公共 顶点 
的 网 络 忆 和 GG 并 成 ， 就 应 该 不 连通 了 ， 这 和 假设 矛 持 ， 设 
Bo 一 4 是 一 个 公 蕉 预 点 ,Ts 二 站 

根据 CD),G 中 一 定 有 从 Bo 到 Bo 的 闭路 

有 = ,ds ), b=B_iB;, j=1,.*,s, B,= Bo. 

于 是 . 

也 一 (7 四 

就 是 安 的 一 条 所 路 , 它 包 含 的 线 比 包 多 .图 11 就 是 一 个 例子 。 


1 入 下 I 7 
DGD 
“和 i Is i 
国 11. 

(3) 定理 的 证 胃 : 根据 (1), 在 如 中 取出 一 条 闭路 也 若 
乞 没 有 包含 所 有 的 弧 ， 很 据 {2), 取 一 条 包含 弧 比 也 多 的 闭路 
多 .车 名 还 没有 包含 所 有 的 线 , 青 如 法 到 名 ,这样 继 续 扩 大 下 
小 ， 由 于 避 中 总 共 只 有 有 限 笨 弧 , 总 有 一 个 时 候 ( 屋 如 说 在 扩 
大 成 史 的 轩 候 ) 扩 大 不 下 去 了 ， 这 夺 根 据 (2)， 那 闲 路 爷 必然 
包含 GG 中 所 有 的 弧 . | 
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定理 握 ”如果 一 个 速 通 圆 笋 的 青 顶 点 个 数 是 2， 这 昼 禾 
必定 是 一 笔画 . 

证 明 ”这 个 定理 的 证 明 哥 以 仿照 定 班 二 , 分 三 步 。{1) 先 
证 : 若 G 是 有 两 个 奇 顶点 4 B 的 网 络 , 那么 在 避 中 一 定 能 找 
到 从 4 到 妃 交 路 ; (2) 再 证 : 车 信 是 有 两 个 奇 顶点 4,B 的 连通 
网 络 , WW 是 从 4 到 吃 的 一 条 路 , 它 没有 包 食 人 的 全 部 弧 , 那么 
一 定 还 能 找到 一 条 从 冯 到 所 的 路 页 ,包含 的 跌 比 友 多: (3) 
定理 本 身 的 证 明 ， 建 议 恋 者 自己 去 还 明 , 作为 练习 . 

还 有 一 种 更 巧 如 的 证 法 : 在 G 中 添加 一 条 连结 奇 项 点 4 
太 的 泊 让 (注意, 如 果 我 们 考虑 的 
是 平面 上 的 网 络 ， 限 定 在 平面 上 上 找 
这 样 的 六， 又 要 求 它 和 G 中 原 有 的 
弧 不 相交 ， 玫 不 见得 能 找到 ， 如 图 
12. 我 们 现 福 是 在 空间 中 深 送 条 图 “12- 
弧 ， 这 总 是 办 锋 到 的 ， 这 是 不 局 限于 讨论 平面 网 络 欧 一 个 好 
处 , ) 演 加 六 后 所 得 的 网 络 G* 就 是 一 个 没有 奇 顶 点 的 连通 网 
络 了 ， 息 拉 定 理 二 ， 它 的 所 有 的 施 可 以 菲 成 一 条 闭路 ， 而 且 
不 妨 汇 六 排 在 前 头 : (44 … 刀 )， 于 是 安 的 爹 部 天 可 以 
排 成 一 条 跨 (, 3 也). | 

定 强 一 当 诉 我 们 , 一 笔画 必须 是 运通 的 ,而 且 奇 顶点 个 敦 
是 0 或 2 定理 二 ,三 又 告诉 我 们 ， 从 这 醒 个 性 质 斌 是 以 白 定 
一 个 网 络 呈 一 集 画 、 合 起 类 说 就 是 

一 笔画 定理 ”一 个 网 娩 其 一 笔画 的 沉 分 兴 要 条 从 是 : 网 
连通 共 且 奇 顶点 个 数 等 于 0 或 包 
34 


一 笔 瑶 定 锰 所 一 笔画 问题 很 嫌 底 、 很 漂亮 地 解决 了 ， 彻 
底 , 指 的 是 它 给 出 了 充分 ,必要 条 件 ， 因 而 把 一 笔画 和 非 一 笔 
阐 的 界线 彻底 划 请 了 .漂亮 , 因为 它 捐 出 的 充分 ,必要 条 件 简 
音 明 了 , 很 容易 和 检验, 用 起 来 很 方便 ， 中 使 给 你 一 个 几 十 条 绝 
的 贺 络 , 曼 判 别 它 也 花 不 了 一 两 分 钟 . 

藉 一 笔画 再 论 容易 看 出 , 在 咯 递 路 线 问 题 中 , 可 能 找到 理 
想 的 不 重复 的 路 线 的 充分 .必要 条 件 是 , 投递 范围 的 街道 贺 韦 
通关 且 设 训 奇 巴 点 . 

六 ” 务 笔 癌 

我 们 可 雇 进 一 步 握 出 问题 ， 如 某 一 个 连通 网 络 避 的 柯 顶 
点 个 数 不 症 0 或 9， 那么 一 牧 是 两 不 成 了 .要 多少 笔直 面 得 
成 呢 ? 想来 这 笔 数 一 定 还 和 奇 项 点 的 个 数 有 关系 .我 们 先 证 
明 关 于 奇 硕 点 个 数 的 定理 ， 

定理 四 一 网 洛 中 奇 天 记 的 个 歼 炎 定 是 信 禾 ， 

证 角 ” 设 网 络 中 汪 汐 条 数 感 吧 , mm 及 巴 点 的 个 数 是 a 
我 们 米 效 一角 记 同 绍 中 * 训 点 ”的 个 数 ， 一 方面 ， 每 条 弧 有 2 
个 消 点 , 其 一 方 硬 ， 生 个 办 区 所 是 号 个 请 点 ， 所 以 

De 
县 这 个 和合 狂 中 斌 亦 撞 经 
Co a de 二， 
得 弹 的 数 
pa 


还 记 该 起 鲍 数 效 ， 前 这 数 焉 始 好 是 阁 硕 点 药 个 数 ! 
15 


定理 五 放生 是 有 2 小 奇 栅 点 的 速 通风 夏 , >>， 那 侈 
他 站 全 部 莪 可 以 排 成 如 条 路 (和合 此 浸 有 公共 就 的 h 而 且 玛 少 
条 路 ， 

证 明 把 这 2% 个 否 顶 点 分 启 各 对; dr, Bi do 再 
本 Bw， 给 局 湛 上 条 新 的 弧 中 = .454 所 得 的 网络 局 * 是 
入 有 末 顶 点 的 连通 网 络 ， 把 G* 的 全 部 弧 排 焉 闭路 台 ， 然 后 
从 中 把 那 n 条 新 添 询 弛 去 挤 、 于 是 闲 路 被 断 成 有 截 ， 每 一 
扒 是 已 中 的 一 条 路 ,这 有 条 路 包含 丁 避 的 全 部 纺 ， 

至 少 要 % 条 路 , 这 是 显然 的 、 因 为 如 果 能 排 慌 了 条 路 , 那 
么 如 中 奇 项 点 的 个 数 志 2q9， 所 以 24 志 29, 92>Y%，| 


七 ” 偶 网 阁 


一 禾 画 和 偶 网 络 ， 有 联系 也 有 区 别 ， 一 个 一 笔画 不 一 定 
是 惕 网 络 , 因为 一 笔画 可 以 有 2 个 奇 顶点 , 而 惯 网 络 没 有 青 顶 
点 ， 另 一 方面 , 一 笔画 必须 是 连通 的 网 络 , 侦 网 络 却 可 以 是 不 
连通 的 。 现 在 我 们 要 讲 一 个 关于 旬 网 络 的 定理 ， 后 面 诽 邮 瘦 
路 线 问 题 时 要 用 的 . 

定理 六 ”两 络 加 是 偶 赔 效 的 这 分 , 必要 条 件 是 ; 侣 的 所 有 
的 弧 可 以 排 成 若 于 个 圈 , 这 些 图 和 捷 此 没有 公共 让 . 

证 明 这 条 件 葛 充分 性 〔〈 如 果 避 的 所 有 的 弧 能 排 成 合 王 
个 披 此 役 有 公共 弧 的 较 ， 那 么 G 没 有 奇 项 点 ) 是 容易 看 出 的 。 
我 们 来 证 必要 福 ， 即 车 G 没 有 低 顶 点 ， 那 么 GG 的 全 部 绪 一 定 
可 以 排 成 若干 个 彼 紫 没有 公共 统 的 圈 ， 证 明 分 其 步 ; 

《1) 先 证 ， 任 取 偶 网 络 忆 的 一 个 顶点 do。 一 定 能 名 找到 
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从 4 到 do 的 图 .根据 定理 二 证 明 申 的 (1》, G 中 有 有 从 de 到 
本 的 闲 路 到 出 这 种 六 路 中 弧 数 最 少 的 一 条 (或 弧 数 最 少 的 
儿 条 之 一 ) 
ZZ=( ,hy 4 

这 条 闭路 必定 是 图 ， 钵 为 否则 会 有 5, 网 数 ,1 志 i 一 j 呈 ,使 
4i 二 4y， 于 是 (可 yb bzw …; 及 ) 是 比 罗 短 的 从 do 到 如 的 
闵 路 , 和 名 最 短 这 假定 驯 掉 ， 

(多 定 理 的 证 明 ; 在 G 中 取 一 个 圈 世 .假如 世 已 包含 G 的 
全 部 弧 , 定 理 已 成 立 ， 否 则 , 从 如 中 把 么 的 弧 抹 挤 ， 剩 下 的 网 
络 Gi 还 是 没有 奇 顶点 的 。 可 从 Gi 中 到 一 个 图 ZZ1, 假如 它 
己 包 含 G1 的 全 部 弧 , 那么 已 的 金 部 弧 可 排 成 两 个 圈 纪 和 Zi 
否则 从 G 中 把 Zz, 的 弧 振 摔 , 又 得 一 偶 网 络 Gs， 这 样 一 直 作 
下 去 , 引出 一 串 侦 网 阁 

{7, 1, ,+. 

由 子 弛 数 一 个 比 一 个 少 , 而 局 申 总共 只 有 有 限 人 条 流 , 所 以 这 由 
网 络 总 有 个 尽头 G,， 在 G; 中 取出 的 圈 2Z, 一 定 包含 Gy 的 所 
有 的 颖 《否则 还 有 G, 404)， 于 是 局 中 的 全 部 县 可 以 排 成 + 十 I 
个 圈 名, ZB, …, 名 。 加 


必 ”这 证 始 的 融 后 部 分 世 订 过 利用 束 学 归 粮 法 . 数学 贱 机 法 是 一 种 禄 常用 
的 证明 方法 。 它 的 原理 却 下 ; 假 盐 有 一 申 合 题记, Pa, 了 a, PPr…， 对 每 个 自然 
数 姓 有 一 个 命 脑 。 加 亲 合 站 户 成 立 , 而 且 我 们 能 证 明 : 对 任 - -自然数 天 只 斑 命 
题 Pi 2 PP- 者 成立, 那么 命 题 PE 必 成 立 . 那么 命题 Ps 对 任意 部 皮 立 ， 

在 我 们 这些, 命 是 尼 a 是 :对 ?+1 条 眶 的 钢 情 , 定理 天 诚 立 ， 那 勾当 我 何以 
好 得 到 品 ' 后 ,就 能 证 明 ; 只 要 定理 太 对 王 钦 小 于 上 十 1 的 网 略 都 成 立 , 那么 它 对 
器 数 是 上 二 1 的 网 烙 必 成 立 ， 两 条 双 的 偶 网 略 虹 然 是 一 个 图 , 所 永生 古 已 成 应 
《法 意 ， 俩 网 略 至 少 朋 丽 委 张 )， 模 据 果 灿 站 路 理 ， 我 们 的 定理 对 性 意 迪 索 中 的 
网 辐 胡 成立， 
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八 。” 再 回 到 邮递 路 线 问 题 


我 们 已 经 比较 识 入 好 讨论 了 一 笔画 问题 ， 现 在 要 网 到 最 
短 邮 递 路 线 问题 , 讲 麻 偶 点 图 土 作业 鞭 . 中 

最 短 邮 递 路 线 闻 题 欧 提 法 ， 这 本 书 一 开头 就 讲 过 了 ， 用 
网 络 的 语言 , 这 个 问题 可 以 改 培 成 : | | 

给 定 一 个 连通 芍 网 络 (投递 范围 的 街道 罚 )， 每 条 加 有 个 
` 长 座 外 ， 事 求 粹 荣 一 顶点 (邮局 ) 出 发 一 次 走 遍 这 网 络 的 所 有 
弧 ( 但 允许 重复 , 这 是 各 一 笔画 问题 中 不 同 的 ), 并 且 最 后 返回 
超 点 , 问 怎样 起 法 才 能 使 走 的 路 程 最 短 ? 

根据 一 笔画 理论 : 我 们 可 以 这 样 来 分 析 这 问题 . 

如 果 这 岗 绪 中 没有 奇 顶 点 ， 那么 根据 定理 一， 志 可 以 其 任 
一 虚 开 始 没 有 重复 地 一 笔画 出 ， 最 后 加 到 起 性 ， 前 面 已 经 说 
过 , 这 举 理 想 的 路 线 是 最 短 的 ， 

如 果 商 络 中 有 阁 项 点 ， 例 如 图 18, 那么 要 从 一 点 开始 走 
遍 各 统 回 到 起 点 ， 必 须 有 重复 ( 罗 为 从 定理 一 的 证 明知 道 , 如 
暴 名 是 闪 了 路， 也 就 是 要 从 一 点 开始 走 遍 名 名 辐 到 起 点 ， 奇 顶 


全 .关于 奇 便 点 名 上 作业 丢 , 可 天 看 : 
《1》 管 梳 千 :6 琳 价 训 图 上 作业 法?， 《数学 学 报 >， 1960 年 第 3 其 
(2) 些 明 诬 ， “在 国民 种 访 奸 起 中 应 上 用 广 泛 的 一 加 学 科 - 一 均等 学 和 
(加) < 科学 天 众 >, 1981 年 第 3 期 . 

内 于 应 用 了 定理 大 ， 我 出 的 证 驻 比 营 桥 各 同志 的 妈 障 单一 些 ， 

今 ” 注 章 , 在 -- 笔 证 破 入 中 ， 及 素 强 有 所 到 过 训 的 长 应， .因为 在 于 里 熙 的 括 
诬 导 不 起 作 丽 的 ， 博 尔 收 到 路 的 长 短 , 所 指 的 不 过 是 路 所 包含 的 强生 数 和 且 包 少 ， 
现 站 .在 由 道路 各 门 题 里 , 却 必 须 考 虑 弧 的 长 库 了 了 。 

塌 


点 的 全 数 必 须 是 07. 走 的 路 程 的 长 短 ， 就 
看 路 线 中 重复 部 分 的 长 短 ， 如 果 把 某 一 种 
走读 的 重复 路 线 添 在 加 上， 如 图 14, 那么 


所 有 的 顶点 一 定 都 变 成 偶 顶点 了 。 反 进来 
说 ， 若 先 在 圆 络 中 基 些 惑 上 添 一 些 * 重 复 四 1 


纪 ” 使 得 滞 吉 后 的 网 络 中 遍 帮 的 硕 点 都 是 
偶 项 点 ,那么 根据 定理 二 , 烘 可 后 的 同 络 就 
能 名 不 重 蓝 地 一 次 走 遍 并 返回 起 虎 ， 也 就 


是 说 代表 一 种 走 法 ， 如 图 15. 

因此 , 利用 了 一 笔画 的 理论 , 我 们 把 问 中 la. 
是 化 成 : 一 个 连通 圆 络 有 2 代 音 项 点， 要 
在 某 些 张 上 汪 一 些 重复 训 (每 条 泥 上 活 的 
重复 弧 茶 阁 不 限 ，、 重 复 弧 和 原 强 同 长 )， 使 
得 潍 强 后 的 网 络 没 有 背 巴 点 ( 拘 甸 话说 ,以 
原 圆 络 的 每 个 坷 顶点 为 器 点 的 重复 强 必 须 屿 15. 
是 奇数 条 ， 凡 蛛网 络 的 每 个 偶 夺 点 为 端点 的 重复 于 必 须 是 候 
数 条 )。 中 起 梯 添上 益 能 使 重复 浙 的 总 长 度 最 短 ? 下 面 要 对 这 
个 国 络 问题 作 严密 的 数学 的 讨论 ， 


九 ” 次 伪 点 河上 作业 法 


为 以 后 说 话 方便 ， 我 们 把 添 全 复 琶 而 没 有 奇 顶点 的 浅 蒜 

时 解 , 重复 丝 总 长 庆生 短 的 解 叫 景 优 鲜 。 现 在 先 手 儿 全 命题 . 
命题 一 ” 饼 汉 写 存 在 的 . 

这 不 是 废话 , 因为 或 们 已 经 知道 , 不 是 随便 计 么 数学 问题 
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都 有 解 的 ， 要 断定 有 解 , 必须 说 道理 , 不 党 这 道理 多么 洲 显 . 

在 我 们 这 里 , 解 的 存在 性 在 直觉 上 十 分 明显 , 因为 只 要 多 
许 重 复 , 总 可 以 走 遍 各 街道 返回 上 邮局， 和 作为 数学 证 明 , 我 们 具 
体 指 出 一 个 作 解 的 方法 ， 把 原 网 络 中 的 2 全 音 顶 点 随便 分 
成 对: di, B13 Az, By 4 取 环 条 路 Wu Wy,…， 
Wa; 分 别 连结 A1, Bi; Az, By po Bn， 谍 者 一 般 的 说 ， 
WW ;连结 41, B:， 由 于 原 网 络 是 过 通 的 , 这 些 路 总 是 有 的 ,把 
这 些 路 中 的 怠 作 为 重复 弧 语 到 原 网 络 去 , 就 是 一 个 解 ， 


由 此 可 见 , 要 具体 找 一 个 解 3 2 3 
是 很 容易 的 ， 问 题 只 是 怎么 求 。 ， | 
最 优 解 ， 可 能 有 的 读者 会 这 样 pF 
想 : 只 要 每 条 煞 ; 都 是 连结 水 革 91 
和 8 的 最 短 的 路 ， 不 就 得 到 最 图 16. 


优 解 了 码 ? 共 实 问题 不 那么 简单 ， 也 许 把 那 34 个 奇 顶 虑 用 
务 一 种 办 靶 分 对 ， 得 到 的 路 会 短 些 呢 ， 例 如 图 16 是 一 个 街 
道 图 ， 图 上 注 明 数字 是 各 眉 街 道 的 长 短 百 米 数 ， 这 个 网 络 中 
有 83 个 奇 硕 点 ， 要 是 我 们 把 它们 象 图 17 这 样 分 对 , 那么 添上 
连结 4,, Bi 的 最 短路 WWW;:(i =1, 2,8, 扣 得 出 解 (1), 然而 从 图 
17 可 以 着 出, 它 不 是 最 优 解 . 

怎样 研究 最 优 解 呢 ? 无 论 做 什么 事 , 写 文 章 也 好 , 收 习题 
也 好 ， 总 不 会 一 下 手 就 十 全 十 美的 , 总 有 一 个 素 磨 推 若 , 修 正 
缺点 . 逐 疡 完善 的 过 程 。 同 样 道理 , 一 个 比较 好 的 解 常常 是 从 
修改 比较 差 的 解 而 得 到 的 ， 所 以 我 们 先 来 考点 ， 随 便 拿 一 个 
解 来 ,怎样 能 逐步 修改 它 , 使 它 缩短 ， 
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我 们 着 图 17 上 的 解 (1)， 
这 里 Bs 和 4 之 间 有 二 笨 
重复 弧 ， 这 就 是 一 个 可 以 玻 
进 的 地 方 。 我 们 提出 一 个 命 
题 : 

命题 二 如果 一 个 解 有 
重 间 的 重复 弧 ， 让 在 苯 条 弧 
上 有 盘 于 一 条 的 重复 跌 ， 那 
各 这 个 解 可 以 性 车 ， 所 及 一 
定 予 是 最 忧 解 . 

道 惠 很 简单 如果 这 个 
解 在 基 弛 上 至 少 有 了 两 条 重复 
强 , 那么 去 撞 其 中 的 一 对 , 还 
是 一 个 解 , 去 掉 后 , 奸 复 匡 总 
长 度 显 然 缩 短 了 了 ，] 傅 如 图 
17 中 解 (2) 就 是 从 解 (1) 去 
掉 一 对 重复 纪 Bod 而 得 到 
的 . 

这 个 浅显 的 命题 却 有 重 
译 的 推论 : 


推论 ”最 优 解 是 存在 的 . 


解 :2) 


解 (3) 


艇 4) 


这 作 事 当然 也 是 需要 证 明 的 ， 下 为 并 非 任 二 东西 都 有 个 
“最 *"， 例 如 , 最 大 的 整数 是 不 存在 的 ; 最 小 的 正 数 也 不 存在 ， 
根据 命题 二 , 有 重合 重复 弧 的 解 一 定 可 以 长 着 , 使 重生 重 


于 


复 弧 的 条 数 碱 少 ， 然 而 一 个 解 姐 栈 ， 重 侄 芷 复 帮 的 条 救 总 基 
有 限 的 , 所 以 经 过 有 有 限 多 深 这 种 修改 后 , 总 会 改 成 一 个 没有 重 
登 重 复 强 的 解 ， 

前 出 于 麻 网 络 只 有 有 浴 条 弧 ， 没 有 生生 重复 诛 的 解 上 只 能 
有 有 限 和 多 全， 所 以 其 中 必 有 一 个 (或 玫 个 , 至 少 有 一 今 ) 解 , 它 
的 重复 颖 总 长 度 在 这 有 限 个 解 沾 间 是 最 短 的 ， 不 难看 出 ， 这 
个 解 一 定 是 最 优 解 ，] 在 这 个 评 国 中 ， 又 是 “有 限 怪 ?起 了 重 
要 作用 .在 有 限 个 解 里 头 乒 个 最 好 的 , 是 一 定 找 得 到 的 。 

找 最 优 解 只 须 在 没 省 本 和 半 复 琶 的 解 里 茵 走 找 ， 但 是 管 
化 去 找 呢 ?7 我 们 再 提出 一 个 悠 卜 的 雯 则 . 

命 蝴 三 ” 熟 有 一 个 解 , 当月 重要 的 贯 复 弧 , 中 在 太 铭 综 的 
某 个 峰 上 的 宣 复 经 长 度 的 轴 超 过 图 其 的 一 尘 ， 那 么 这 个 解 可 
以 履 蓝 ,所 以 一 定 也 是 最 基 钥 ， 

这 辟 因 为 在 那个 畔 上 ， 没 有 重复 弛 的 强 的 长 度 的 和 一 定 
小 于 圈 长 的 一 尘 ， 茎 大 这 祥 ， 我 们 就 可 以 在 这 图 上 把 原来 驹 
重复 驾 取 销 , 而 给 原 米 没有 重复 强 的 缴 深 上 一 条 重复 绝 . 这 祥 
修改 后 各 到 的 作 是 一 个 解 , 站 生 仍 然 没 有 罩 秋 的 重复 弦 , 而 重 
复 环 的 长 度 的 总 和 却 缠 小 了 ，1 俐 如 :图 3? 中 的 解 (2) 在 略 
AAB .dBsCBaBiAd 上 的 萤 复 弧 长 度 和 是 3 二 8 十 4 十 1 二 1， 
超过 如 这 人 2 3-72 十 2 十 8 二 十 8 十 二 20) 的 一 举 ， 按 上 活 修 
改 后 得 庆 艇 (8)， 福 是 解 了 在 圈 ds034.8,4; 上 移 重 复 束 长 
《32 二 3 十 2 一 了) 又 超过 网 长 位 二 2 村 2 十 3 一 10)7 的 一 尘 ， 再 按 上 
法 禾 下 和 铀 科 和解). 

其 和 主意 一 个 解 阁 发, 按 铅 是 二 去 控 重 合约 , 再 反复 根据 全 . 
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题 三 进行 修改 ， 由 于 没有 重 善 重复 缴 的 解 内 有 有 际 多 个 ， 术 
可 能 元 限 地 修改 下 去 , 斯 以 经 过 若干 次 修改 后 , 一 定 能 得 出 一 
个 解 , 它 纸 没有 重 释 的 重复 弧 , 在 每 个 圈 上 的 重复 张 长 对 都 不 
超过 辆 长 的 一 半 。 上 周围 和 中 的 解 ( 刁 就 有 这 合算 质 ， 这 样 
的 群 你 能 不 能 断定 它 就 是 最 优 的 昵 ? 用 刚 广 的 两 各 办 法 是 不 
能 把 它 再 改善 了 ,可 是 你 怎么 知道 不 会 有 别 的 办 法 改善 它 呢 ? 
下 面 的 两 个 定理 证 明 , 这 样 的 解 确实 不 能 再 改善 了 ， 

定理 七 ”因果 酌 个 解 都 满足 下 面 因 个 条 件 : 

(1) 识 有 重 竹 的 重复 降 ， 

(2) 在 蛛网 格 的 每 个 园 上 , 下 复 绒 长 度 的 和 不 超过 
一 学 ; 
那么 这 名 个 解 中 的 重复 狐 长 度 训 和 和 笠 ， 

证 暖 ， 为 方 价 ， 把 这 阮 个 解 记 做 a, 世 ， 原 网 络 记 和 做 G. 为 
了 比较 解 a, 解 5 中 至 复 弧 的 总 长 ， 我 们 把 解 a, 解 B 皇 所 有 
的 重 自 弧 并 在 一 起 着， 冷 让 风 对 是 互 根 重 本 的 (总 是 解 半 和 解 
里 都 是 重复 弧 3》， 池 这 些 朴 知 前 宁 复 红 去 摊 , 不 重 登 的 重复 
纯 组 成 一 个 网 络 GG' 是 G 的 一 部 分 ， 解 a, 解 5 的 重复 缴 
总 长 应 的 益 ， 起 等 于 本 a、 解 如 站 (2' 上 的 恒 复 源 的 长 度 和 的 
凑 图 18 是 售 俐 子 ， 图 上 最 一个 图 臣 街 道 图 , 也 襄 是 原 网 
络 G， 中国 两 个 轿 喜 时 会 于 上 上面 条件 的 西 个 鲜血 和 号 最 下 
一 个 应 就 是 新 网 络 他 

生意 C3 中 的 一 个 图， 半 么 这 个 图 的 矢 菜 下 部 是 49 航 或 
P 提 重复 帮 ， 这 以 在 关于 加 上 ,下 的 重复 莪 长 度 和 如 上 据 的 蛋 
人 复 绝 长 诬 和 等 于 国 长 ， 忆 4 的 重复 弛 长 度 和 和 的 重复 弧 长 
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度 和 都 不 超过 图 长 的 一 半 , 因此 在 这 个 图 上 , a 的 重复 弧 长 度 
和 和 避 的 重复 缴 长 容 和 怡 好 相等 ， 

然而 G' 是 个 没有 奇 顶点 的 网 络 ， 这 是 因为 , 任 取 一 个 顶 
点 4, 解 和 和 解 加 中 以 4 为 端点 的 重复 弧 条 数 或 者 同 是 奇数 ， 
或 者 同 是 偶数 (决定 子 4 是 原 网 络 的 奇 项 点 还 是 侦 顶 点 )， 扬 
以 并 起 来 一 共 是 偶数 条 ;而 G 中 以 4 为 端点 的 绒 ， 就 是 从 这 
偶数 条 里 碱 去 几 对 互相 重 秋 的 (这 也 一 定 是 俩 数 条 )， 所 以 还 
是 偶数 条 ， 这 说 明 G' 是 偶 网 络 ， 

根据 定 埋 六 ，G 的 弧 可 以 排 万 若干 个 圈 ， 丙 上 面 说 过 ， 
G 的 每 个 圈 上 c 的 重复 红 长 度 和 和 上 的 重复 弧 长 度 和 祖 党 ， 
所 以 在 整个 G' 上 a 的 重复 弧 长 度 总 和 种 的 重复 弧 长 广 和 
也 恰 祖 等 ， 巾 此 可 尼 @ 的 重复 嗓 长 度 总 和 和 电 的 重复 弧 长 度 
总 和 相等 .| 

定理 八 ”一 个 解 是 最 优 解 的 充分 , 必要 条 件 是 , 宅 满 足 吓 
型 七 中 的 条 件 (D 和 (2)， - 

证 明 : 命题 二 和 三 :说 明了 最 优 解 必须 满足 条 件 (1) 和 
(2)， 现 在 来 证 明 充 分 性 , 即 清 足 (1), (2) 的 解 必 是 最 优 解 . 

根据 命题 二 的 推论 , 最 优 解 是 存在 的 . 合 如 说 4 基 -- 个 最 
优 解 ， 根 据 已 证 的 必要 性 部 分 , 4 一 定 满足 (1) 和 (2)， 今 设 
b 是 满足 (1) 和 {2) 的 任 一 解 ， 根 据 定理 七 , a 的 重复 狐 长 度 
总 和 入 的 重复 颖 长 度 总 和 相等 ,所 以 bb 一 定 也 是 最 蕊 解 . | 

到 此 汐止 ， 景 短 邮 北 路 线 的 问题 可 议 说 初步 解决 了 .我 
们 证 明了 最 优 解 的 存在 性 ， 并 旦 具体 给 出 了 一 种 求解 并 将 解 
改善 的 方法 ， 证 明了 按 这 种 方法 修改 有 限 次 后 一 定 能 各 得 到 
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最 优 解 . 归纳 起 来 , 寻找 景 好 投递 路 续 的 砂 骤 如 下 : 

《人 ) 画 出 投递 缆 转 的 衔 道 加 ; 

(2) 找 央 街 道 图 上 的 咨 顶 点; 

(3) 添 重复 颖 把 奇 顶点 对 对 相 联 ; 

《4) 按 命题 二 消去 重 秋 的 重复 诉 ; 

(5) 按 命题 生 反 复 修改 , 直到 不 能 再 改 3 
? (6) 将 所 竹 的 有 有 企 复 放 的 网 络 一 绾 加 全 
这 稳 方 法 叫做 奇偶 点 图 上 作 剖 法 . 

为 什么 只 说 初步 解决 昵 ? 因为 这 种 找 革 还 不 能 型 想 ， 用 
起 来 不 驶 方便 ， 原 因 是 (5) 这 个 步 耿 可 能 是 相当 长 的 , 识 者 说 
定理 七 里 的 条 件 (2) 是 不 容易 检验 的 ， 象 我 们 算 过 的 那个 街 
道 图 ， 其 中 就 共有 22 个 园 ; 逐个 检查 己 根 
次 齐 ， 箭 为 复杂 一 点 , 象 图 19 的 网 络 ， 鞭 
中 转 数 已 才 到 儿 吝 ， 检 查 起 来 就 不 胜 其 繁 
了 .也 庆 个 角度 看 ， 交 侦 点 图 上 作业 法 解 
” 幅 最 短 邮 泪 路 线 问 题 ， 丰 及 一 笔 男 定理 钥 
决 一 徐 画 问题 那 梯 好 ， 

将 俩 点 图 上 作 灾 鞭 在 实际 运用 中 已 作 出 了 许多 贡献 ， 通 
过 了 实践 和 的 考验 而 得 到 流传 ， 同 时 电 在 实 贱 中 发 现 它 还 有 不 
是 的 地 方 ; 戎 待 莹 我 们 去 进一步 研究 改 进 . ”| 
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附录 一 “习题 和 提示 
司 题 


1 正明, 在 每 站 天 拓 此 杰 呆 泪 和 的 地 共 有 个 数 个 
( 注 登 , 零 是 偶数 , ) - 
(3) 参 加 基 次 比赛 的 有 225 人 . 每 人 至 少 

打 过 38 盘 ， 证 明 , 一 定 有 人 打 过 不 上 3 改 ， | 

已 能 否 找到 一 条 折线 ， 它 和 图 20 中 的 16 
条 线段 都 交 一 次 机 且 只 交 一 次 《不 难 在 油 点 相 
交 ) | 二 20. 

\3《 某 展览 会 其 有 36 个 展览 室 ， 布 去 如 图 321， 有 阴影 揭 室 陈列 实 
网， 没 存 阴影 的 室 陈 列 图 片 ， 邻 室 之 问 都 有 门 可 以 通行 .有 大 希望 每 
个 室 都 到 一 次 而 旦 只 到 一 次 , 请 蔡 他 设计 一 条 参观 路 线 . 


4 .图 22 是 半 张 交战 盘 . 
(一 只 马 回 了 nn 秦 网 到 起 点 .证 仙 w 是 位 数 
《2) 一 只 马 能 否 胱 痪 这 闪 张 象棋 盘 ， 每 格 都 不 重复 , 最 后 的 一 步 
路 回 起 点 ? 


(3) 证 明 一 只 妃 丰 可 能 从 位 置 吾 出 发 晓 避 半 张 象棋 盘 丽 每 个 稿 
点 只 经 过 一 次 (到 贤 求 最 洛 的 一 步 呈 回 超 点 )， 

.《 约 一 只 车 只 位 置 4 出 发 ， 在 这 举 张 概 扒 汪 走 ， 每 步 走 一 格 , 走 

| : 27. 


了 消 干 步 后 到 了 位 置 B.， 证 明 , 至 少 有 一 个 妾 点 访谈 走 过 , 或 被 走 过 不 
止 一 次 ， 

5. 证 明 , 尾 给 一 个 壬 通 网 络 和 它 的 一 页 点 , 必 能 愉 近 点 出 发 走 遍 副 
个 网 络 , 最 后 回 到 原 处 , 间 且 每 和 更 走 过 刚 好 两 塌 

6 .给 了 一 个 不 连通 的 网 络 ， 短 样 能 从 奇 栅 点 在 备 分 支 中 的 分 布 情 
况 来 判断 , 痪 出 它 记 需 的 最 少 笔 数 是 多 少 f 证 胃 你 的 结论 ， 

? . 某 邮 遗 员 的 投递 沽 围 如 图 23, 图 上 数字 表示 各 外 街道 的 长 度 。 
请 设计 一 条 最 优 技 递 路 线 ， 

8. 景 短 部 递 路 线 问 题 中 ， 
恰 原 网 络 的 奇 项 点 是 2 个 ， 
证 盟 , 景 优 解 一 定 是 在 不 网 络 
中 添上 上 % 条 路 而 虑 ， 这 ”条 
路 把 奇 项 点 一 对 一 对 连 起 素 . 
《我 们 知道 ， 和 党 # 条 这 种 路 却 
不 一 定 是 最 优 解 . ) 图 23. 

9. 对 图 噶 的 街道 图 , 设计 一 条 最 优 投 间 路 线 - 


1. 复 牙 定理 由 ， 

2. 这 样 的 折线 不 存在 ， 实质 上 是 一 笔 男 问 题 . 

3. 那 人 的 希望 是 无 法 实 瑰 的 ， 这 问题 和 一 笔 闸 问题 魏 似 而 实 异 . 
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应 另 想 水 其 证 量 . 

芋 把 千 格 点 分 别 涂 上 红 蓝 二 色 ， 使 相 邻 的 格 点 颜色 不 向 ， 这 麻 能 
有 助 于 你 的 思考 再 想 想 第 3 题 ， 

5. 和 一 笔画 有 什么 关系 

6. 进 这 网 络 育 29 个 奇 硕 点 , 诸 分 支 申 及 w 个 没有 甫 顶点。 那么 画 
轩 这 网 错 最 消 要 ww 十 mw 读 ， 

7. 艇 优 路 线 总 长 是 雪 ， 

8. 大 用 重复 缴 册 成 的 同 络 , 证 明 它 可 以 % 笔画 成 . 

39, 其 优 路线 中 置 复 骂 长 关 和 是 J， 这 网 络 有 3 个 音 硕 点 ， 轿 六 
极 密 , 用 资 慢 点 图 上 作业 法 不 大 合适 ， 上 娩 可 能 会 统 我 们 启发 . 


附录 二 哥 括 斯 集 的 七 座 桥 
欧 接 (1786 年 )* 


革 . 讨论 长 短 太 小 欧 斤 休学 分 支 一 直 被 大 们 热心 地 研究 养 ， 但 是 还 
有 一 个 且 今 由 乎 党 全 设 痛 探 案 过 的 分 支 ; 蒸 布 尼 吾 最 先 担 起 过 它 , 册 它 
“位置 的 几何 学 ”tgeometria situs)。 这 信 玫 何 学 分 支 讨论 只 与 位 置 有 有 
美的 关系 , 研究 位 置 的 性 质 ; 沁 不 走 考虑 长 短 大 小 , 也 不 牵涉 到 晤 的 计 
算 . 但 是 至 今 未 有 过 入 大 满 八 的 定 广 ， 来 肇 划 这 门 位 值 儿 何 学 的 课题 
与 方法 ， 近 来 流传 养 一 个 启 题 , 它 虽然 无 疑 是 属于 几何 学 的 , 却 不 是 求 
一 个 尽 寸 , 也 不 能 用 是 的 计算 漆 解 答 : 所 以 我 况 不 独 隐 就 把 它 估 人 人 位置 
几 俐 学 ,特别 还 因为 要 解答 它 只 需要 考虑 位 时, 不 再 计 竹 。 在 这 里 我 要 
讲 一 讲 我 所 发 现 的 解答 这 类 问题 的 方法 ， 它 可 以 作为 位 置 几 何 举 的 一 
个 例子 . 

2. 向 题 一 一 据 我 了 解 它 是 相当 著名 的 一 一 起 这 么 说 和 的， 在 普鲁士 
芍 森 尼斯 你 镇 有 一 个 岛 , 也" 奈 发 天 ”"， 普 管 格 尔 河 的 也 灾 绕 流 其 效 ( 见 
第 3 页 图 2), 七 座 檐 ob, ed,e, 了 .9 模 跨 这 两 条 支流 、 阿 , 一 个 上 能 不 
训 设 计 一 次 散步 , 使 入 每 妹 匆 粮 直 过 一 底 , 而且 下 多 于 一 殉 ， 人 家 告诉 
我 说 , 有 些 人 否定 这 祥 沼 的 可 能 注 , 开 有 些 信 杯 疑 , 但 是 没 人 坚持 一 定 
可 能 .在 这 个 菇 础 上 我 向 自已 提出 了 下 珈 这 个 很 一 般 的 向 题 : 给 宏 直 
意 一 个 河道 图 与 任意 多 奈 丘 , 亚 判 白 订 能 不 可 能 每 应 狼 惟 好 起 这 一 次 . 

3. 哥 尼斯 你 七 座 乓 这 个 特殊 问题 可 以 这 锌 来 解 开 : 细心 地 把 蔗 有 
可 能 的 走 法 列 成 类 衬 , 到 … 玲 这 哪 媒 【如 惟 和 的话 ) 是 主要 求 的 ， 热 
而 , 这 种 解法 术 乏 味 而 且 太 困难 了 ， 了 国 为 可 能 的 组 合 的 数 囊 太 大 ， 而 对 
平 则 的 桥 数 更 雪 的 阿 题 它 和 机 大 就 不 能 用 ,如 时 职 交 放 说 的 办 靶 去 分 析 ， 
就 哥 引 出 许 许 禾 交 与 问题 无 关 的 枝 节 这 郝 疑 是 这 种 方 闪 所 以 麻烦 的 


+ 记 自 J BR. Nawman 者 的 The World of Mauthomatics 一 坝 ,1956 
者 版,573- 一 580 页 。 
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原 轩 ， 壤 此 我 放 弈 了 它 , 去 寻求 另 一 种 更 专用 的 方法 ! 那 就 是 说 ,这 种 
方法 到 容 省 诉 我 们 怎样 能 一 下 子 找 轩 满足 要 求 徇 路 线 ; 我 相信 , 这 样 的 
为 法 会 入 意 谨 字 ， 

4, 戌 的 整个 方法 的 很 庄 是 ， 以 适当 的 并 卫 简 易 的 方式 把 过 桥 记 录 
下 来 ; 我 用 天 写字 内 -4、P、C 五 喜 未 被 河 分 制 开 的 各 赵 陆 地 ， 当 -一 个 
人 民有 4 地 过 桥 # 或 到 了 D 正 时 , 我 把 这 次 过 桥 记 作 4B, 第 一 个 字母 代 
表 他 来 的 地 方 ， 第 二 个 字母 代表 他 过 桥 后 所 到 的 地 方 ， 如 果 步 行者 接 
着 成 召 这 桥 了 到 万 , 这 次 过 笑 记 作 BD; 这 接 过 的 两 次 这 桥 4B 与 BD 
我 就 用 三 个 字 县 4B 刀 来 记录 , 中 间 的 字母 电 既 表示 第 一 次 过 桥 时 和 进 人 
笈 地方, 又 表示 第 二 次 过 拆 四 离开 的 惠 方 . 

5, 类似 地 ,如 果 步 行者 继续 从 卫 过 桥 9 到 0, 我 把 这 接连 的 三 次 过 
拆 用 四 个 字 生 4BDC 来 记录 . 这 四 个 字母 表示 原 在 4 处 的 步行 者 过 河 
到 妃 然后 到 也 最 重负 既然 这 些 地 方 之 辣 都 被 河 陋 开 , 步行 者 必须 
过 兰 座 桥 ， 过 四 座 桥 将 用 五 个 字母 表示 , 而 且 , 如 果 步 行者 过 任意 条 应 
桥 , 代表 他 的 路 线 的 字母 个 数 比 桥 数 多 一 ， 钢 如 , 过 七 座 狐 楼 用 八 个 池 
母 . 

6. 按 这 方法 , 我 不 去 注意 用 的 是 哪些 桥 ; 那 就 是 说 ， 当 从 一 地 过 河 
到 另 一 地 有 好 几 座 桥 时 , 不 去 管 他 走 的 是 哪 一 座 ， 于 是 ,如 果 有 一 条 路 
线 走 过 可 中 其 您 的 七 座 桥 每 庚 恪 好 一 次 ， 我 们 就 能 用 八 个 字母 来 表示 
这 条 路 线 ; 而 有 在 这 时 字母 里, 4B (或 加 4) 这 组 台 要 出 现 两 次 , 因为 有 
两 座 桥 和 连结 和 4, 时 两 地 区 ; 类 似 地 , 40 这 姐 人 台 要 出 更 两 次 , 而 AD, BD, 
OD 这 些 组 合 各 出 现 一 次 . 

7. 于 是 我 们 的 妆 题 已 经 化 成 , 怎样 能 用 四 个 字 细 4, 思 , 0, 号 排 成 
从 个 字母 的 条 , 使 得 刚才 报到 的 各 种 组 合 在 其 中 出 现 所 需要 的 次 数 . 然 
而 , 在 努 力 江 求 这 样 的 非法 之 前 , 我 们 即使 考虑 一 下 在 理论 上 它 是 不 是 
哥 能 存在 , 也 是 好 的 ， 因 为 堵 是 能 名 证 明 这 样 的 排 法 共 实 是 不 可 能 的 ， 
屠 么 我 们 去 求 它 就 等 于 入 费 力气 ， 所 以 我 就 去 寻 拒 一 个 法 则 ， 对 于 这 
个 问 夺 束 所 有 类 似 的 尚 题 ， 用 这 个 法 则 能 障 咽 地 判断 所 村 问 的 宇 考 排 
狼 是 不 是 行 得 通 . 
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8 访 了 寻 朱 这样 的 上 册 ， 我 取出 一 个 十 区 4， 有 任意 多 些 恬 通 到 
加 , 营 姑 68,0,0 竺 党 (国人 5;, 


LF 
图 25. 

我 先 只 演 虑 酉 8。 如 时 步 行者 这 这 诺 稀 , 他 必定 过 桥 前 在 4 或 者 过 
桥 后 到 4, 所 以 按 上 述 的 记录 汝 法 , 字 县 委 一 定 晶 现 一 次 ， 如 果 有 三 鼠 
拆 hc 通 到 出 而 步行 者 三 应 桥 革 起 过 一 次 , 那么 不 管 他 是 不 是 从 委 
负 发 ， 法 母 半 将 在 他 的 路 线 的 表示 式 里 出 现 两 人 次， 如果 帮 乒 座 搬 通 到 
4, 在 走 过 所 有 这 些 秩 的 表达 式 黑 字 母 并 移出 现 三 次 , 如 果 桥 的 个 数 是 
奇数 , 加 上 一 再 取 其 学; 所 得 亿 商 答 好 代表 字母 4 出现 的 次 数 ， 

9. 现 在 让 我 们 回 型 琳 电 产 堡 占 题 (图 各， 因为 有 五 座 桥 .25,0 
e 通 往 岛 4 在 那 路 缆 的 表示 式 时 字母 必须 出 现 三 次 ; 因为 让 三 座 桥 
通 百 , 字母 B 必 有 顷 出 现 基 次 ! 类 假 地 ,DD 与 必须 各 册 现 古 深 ， 那 就 是 
说 , 在 代表 过 七 座 枚 的 路 线 的 那 八 个 字母 的 中 畦 ， 必 须 三 个 不 各 两 
个 召 CD; 但 是 对 于 八 个 宁 母 的 中 来 说 这 当然 是 不 可 能 的 。 这 就 看 
出 , 按 所 变 求 的 方式 走 遍 如 尼斯 供 的 七 座 桥 是 不 能 实现 的 ， 

10. 用 这 方法 我 们 总 能 判 项 , 当 通 到 各 地 区 的 桥 数 都 是 咨 数 时 , 能 否 
在 一 次 散步 里 雯 过 征 座 桥 恰 好 一 次 ， 如 果 释 数 如 一 等 平 各 字 插 应 出 
次 数 的 利 ,这样 的 路 线 就 存在 ， 另 一 方面 , 如 果 这 利 数 大 于 括 数 加 一 ， 
泉 在 我 们 的 例子 于 部 样 ， 那 么 原状 望 的 路 线 就 作 不 由 来， 我 所 提出 的 
(第 8 季 ) 其 通 寺 的 桥 数 来 定 由 字母 妹 出 现 次 数 的 规则 ， 是 与 这些 轿 通 
往 同 一 地 区 {和 旬 团 2) 或 通 往 风 个 地 区 无 甘 的 , 因为 我 只 考 夸 地 区 4, 只 
想 定 出 4 由 现 的 次 数 ， 

11. 当 通 弹 和 4 的 桥 数 是 贫 数 时 , 我 们 必须 准 虚 这 路 线 是 不 是 其 半 开 
始 ， 例 如 ,如果 有 了 革 座 刁 通 到 上 4 而 芋 路 线 从 么 开 始 , 那么 字 瑟 4 要 出 现 
两 次 ,一 次 表示 从 4 出 发 过 一 座 烽 , 第 二 次 天 示 从 另 一 产 桥 回 到 4， 然 
而 如 果 步 行者 从 另 一 地 区 开 娩 他 的 行者 , 字母 4 和 将 只 出 现 一 次 , 因为 按 
我 的 记 让 , 4 的 这 次 出 现 脱 能 由 示 和 进入 4 又 能 天 东 离 开 4. 

如 


1 


和 


12, 假定 有 四座 括 通 镜 4, 而 卫 路 线 从 4 开始 ， 那 妈 字 组 和 华 这 比 
个 路 线 的 表示 式 明 将 出 现 三 次 ! 如 果 路 线 从 别处 开始 , 4 内 出 现 两 砍 . 
对 于 有 六 座 桥 的 44, 当 半 是 起 点 时 字母 4 出 现 四 光 , 于 则 具有 有 三次， 一 
般 地 说 , 如 有 果 桥 数 是 代数 , 那 各 字 取 二 的 出 渴 议 葡 当 起 点 下 车 如 时 等 于 
轿 烤 的 一 半 , 当 起 点 在 4 时 第 于 一 比 丙 一 . 

13. 当然 , 每 条 路 绕 必 定 从 一 个 地 区 开始 ， 因 此 , 根据 通 到 各 地 区 的 
桥 歼 ， 我 按 下 面 的 办 法 来 定 出 各 相 记 的 字母 在 整个 路 线 舶 尖 示 式 里 出 
现 的 次 数 : 当 酉 歼 是 青 数 ， 寻 上 一 再 拿 二 除 : 当 桥 数 是 偶数 ， 训 用 二 除 
室 ， 这 时 如 果 夺 得 各 数 的 和 等 于 实 有 桥 数 加 一 , 这 散步 是 可 以 实现 的 
不 过 必须 共通 河 数 座 括 的 地 区 出 发 ， 如 果 这 和 笋 比丘 数 如 一 少 一 ， 这 
散步 也 可 议 实 现 , 只 要 它 的 出 发 点 是 通 偶数 座 本 前 地 区 , 因为 这 时 那 和 
数 又 该 矶 一， 

1 为 判 睛 在 任 剖 给 定 的 河 一 桥 系 统 里 是 不 是 可 能 走 过 殉 庚 枚 和 恰 
好 一 次 , 我 的 程序 是 : (1 移 把 破水 属 开 的 咎 地 远 用 44,B,0 第 等 人 下 . 
《2 取 桥 的 总 烙 ， 吉 上 一 ， 写 在 表 持 的 顶端 ，(3) 表 的 秽 … 列 列 出 字母 
4 百 、 口 等 等 , 第 二 列 写 下 通 往 各 读 邮 区 的 桥 数 , 《好 在 对 送 侦 数 的 宇 
其 上 打 显 号 ，(5) 把 第 二 列 内 各 侦 数 的 一 半 ， 及 各 奇数 加 一 的 - 尘 ， 写 


在 第 三 列 ，(6) 把 第 三 列 各 数 加 起 来 ， 如 果 这 和 数 比 所 上 的 数 少 一 或 . 
折 千 ,我 所 定 所 更 求 的 路 线 是 作 得 田 的 ， 但 是 要 注意 , 当 和 数 比 项 上 的 


煞 少 -- 肝 ,路 线 此 须 队 带 昨 全 的 地 区 出 发 ， 而 在 另 一 捕 形 ,直送 两 数 相 
等 时 ,必须 从 没有 尿 号 的 地 过 出 发 。 
对 了 于 哥 尼 斯 约 问 题 , 我 列 出 下 面 的 表 : 


业 数 了， 了 十 十 一 名 
] 5 |! 3 
B 3 9 
0 3 2 
Dp 3 | 2 


最 再 一 列 加 起 来 超过 8, 所 以 所 箭 望 的 路 线 是 作 不 出 的 ， 
15. 让 我 们 和 看 一 个 四 条 河 两 个 岛 的 例子 ， 图 26。 十 五 座 拆 ， 标 以 a 
hod 千 畦 ,路 在 各 河上 ， 问 能 不 能 安排 一 条 路 线 , 通过 所 有 的 汶 丛 好 
33 


一 次 (1) 我 先 把 被 水 分 要 的 各 地 区 用 字母 4 也 .0. 也 . 吾 . 刺 标量 ,一 医 
六 个 ，(2) 忽 把 笑 数 (15) 加 一 ，16, 写 在 硕 上 ，(3) 我 把 字母 4、.B.0 串 
者 写成 一 列 , 在 弯 边 一 列 里 写 出 联 到 各 该 地 区 的 枚 数 , 例如 , 4 是 纺 卫 


. 16 

A* 号 生 . 
Br -4t 3 
O* 和 2 

D 3 3 - 
如 5 3 
ER* 6 3 
16 


基 生 名 儿 (4 对 应 于 惯 数 的 字母 标 上 星 号 (的 在 第 三 列 里 我 号 下 
备 捅 数 的 一 半 或 各 奇数 加 一 的 一 半 . 《56? 最 后 我 把 第 三 列 指数 贡 起 来 ， 
得 到 和 上 数 6， 这 与 请 上 的 数 15 相同， 所 以 这 路 线 是 能 实 班 的 , 只 要 它 
内 好 区 五 或 五 开 娩 ， 这 两 个 字 玫 混 有 是 号 ， 下 面 的 式 子 代表 一 条 选 样 
的 路 : 


各 25。 
EaFbBerddeF UgAhOiD AmEnApRo niD, 
述 里 我 也 用 类 在 大 写字 母 之 癌 蕴 小 写字 母 指出 了 过 的 是 哪些 桥 . 

16. 即使 在 相当 复杂 的 情形 ， 用 我 们 的 方法 中 总 能 简易 地 判断 里 次 
走 过 每 座 择 是 不 是 的 确 可 能 ， 但 是 我 现在 还 想 指 出 另 一 种 更 简单 得 过 
的 方法 , 它 很 容易 所 上 面 的 方法 引 全 出来, 只 要 稍 作 准备 就 和 了 。 首先 
我 注意 到 , 通 到 各 地 区 的 桥 数 ， 即 下 措 里 第 二 询 的 各 数 ; 加 起 求 必 定 是 


ee - -1 


实 有 桥 数 的 两 第 ， 涅 由 是 ， 在 列 出 通 各 她 证 的 酉 的 表格 时 每 一 应 检 拉 
数 了 两 次 , 一 活 一 次 ， 
17, 从 这 一 事实 推出 , 第 二 列 各 数 的 布 一 定 是 侦 数 , 园 为 它 的 一 半 狠 
了 于 实 有 的 桥 数 ， 所 以 这 些 数 具 ( 它 门 代表 与 各 凶 区 相连 的 拆 数 ?最 不 会 
惟有 一 个 桨 数 , 也 不 可 能 有 三 全 或 五 个 奇数 ， 狐 侍 话 岗 . 如 果 这 些 数 里 
有 奇数 , 癌 数 的 个 数 一 定 是 偶数 ， 警 如 , 在 哥 尼 斯 堡 问 题 里 , 字母 4 也、 
红 必 所 对 应 的 四 全 数 全 是 音 数 (第 TI 节 )， 和 再 在 出 才 的 例子 (第 15 节 ) 
黑 只 有 两 个 数 是 奇数 , 即 吾 , 吾 所 洛 应 的 那 两 个 . 
18, 由 于 由 .如 . 刀 簿 等 所 对 应 的 数字 的 和 是 笑 数 的 耳 倍 ; 如 果 关 和 数 
加 二 在 除 以 二 显然 将 得 出 写 在 项 上 的 数 ， 当 第 二 列 的 数 全 是 侦 数 时， 
第 三 列 里 是 各 数 的 一 半 ， 这 列 前 总 和 将 比 项 上 的 数 少 一 ， 这 时 总 可 以 
走 遍 所 在 的 桥 ， 亲 为 不 管 路 线 从 和合 么 地 方 开始 ， 这 地 方 一 定 与 避 数 座 
桥 相 连 , 符合 我 们 对 起 点 的 限制 。 壁 如 说 , 看 哥 尼 斯 保 河 题 里 我 们 可 以 
安排 得 每 座 桥 走 过 两 次 , 这 等 于 说 把 每 座 乓 分 成 两 座 , 这 时 通 到 每 个 地 
多 的 稀 都 虚 了 惕 数 座 . 
19. 进一步 , 当 第 二 列 的 数 里 只 有 两 个 奇数 而 其 余 都 是 侦 数 时 , 所 求 
的 路 线 是 可 能 的 ， 但 须 从 通 冰 数 座 桥 的 地 方 出 发 ， 蒂 我 们 的 程序 取 各 
侈 数 的 一 半 与 各 奇数 加 一 的 一 准 , 这 些 一 半 的 和 就 将 比 桥 数 多 一 , 所 以 
综 于 顶 上 的 数 . 
业 似 地 ， 当 第 三 列 里 有 有 四 个 (或 太 个 、 八 个 畦 各 ) 奇 数 时 ， 显 热 第 三 
列 里 的 和 将 比 玉 上 的 数 多 一 (或 多 二 、 多 三 等 等 )， 所 以 所 求 的 路 线 是 
不 可 能 的 . 
20. 于 是 , 对 于 任意 的 河 一 一 本 图 , 要 判断 可 能 不 可 能 把 所 有 的 桥 走 
一 次 ,最 简单 的 办 基 厦 采用 下 列 法 册 - 
如 果 通 次 数 座 祷 的 地 方 不 止 两 个 ， 浇 是 要 求 的 路 线 是 找 不 到 
的 . 
然而 如 果 只 有 两 个 地 方 裔 奇数 座 手 ， 可 以 及 这 两 个 地 方 之 一 
出 发 , 找 出 所 要 求 的 路 线 ， 
最 后 ,如果 没有 一 个 地 方 是 通 音 数 座 桥 的 , 那么 无 论 失 哪里 出 
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发 , 也 求 的 路线 总 能 实现 . 

这 时 说 网 害 侈 是 党 了 蘑 初 提出 的 问题 ， 

21. 在 我 们 断定 了 路 线 的 确 存 在 以 后 ， 还 要 把 它 找 出 来 .这 时 下 而 
的 法 则 是 潜 奈 的: 如 果 可 能 的 话 , 我 们 在 心里 把 连结 问 一 对 池 区 的 任意 
两 不 桥 沫 去 ; 这 样 敌 和 常 带 可 以 使 刁 的 数目 大大 地 缩小 。 然 后 一 一 这 不 
会 息 蕉 一 一 我 们 在 剩 下 的 桥 上 描 出 所要 求 的 路 绕 。 在 我 们 找到 这 样 前 
足 储 以 证 ,个 须 天 改动 就 能 把 想 光 打 控 不 于 的 术 宰 上 ,这 只 权 知 为 一 想 
就 明月 了 :所 入 我 觉得 , 关于 怎样 找 这 些 路 , 我 不 用 多 说 本. 


